1 Beweistechniken

Nachfolgend wollen wir die wesentlichen Techniken zum Fiihren eines mathe-
matischen Beweises wiederholen. Dieser Abschnitt kann dabei keinesfalls das
intensive Studium dieser Techniken ersetzen, er soll jedoch eine Hilfestellung
bieten, um das entsprechende Wissen aufzufrischen. Wir wollen dabei damit
beginnen, uns vor Augen zu fiihren, was ein Beweis iiberhaupt ist: Ein Beweis
ist eine Folge von Aussagen, von denen jede logisch aus den bisherigen folgt
(siehe Ableitungsbegriff der Kalkiile). Dabei starten wir mit “Dingen”, die wir
als giiltig (wahr) annehmen (siche Axiome der Kalkiile). Als Konsequenz hat ein
Beweis drei Teile, einen Anfang, eine Mitte und ein Ende. Der Anfang enthélt
dabei jene Dinge, die wir als wahr annehmen wollen, wobei die Definitionen
der Objekte {iber die wir sprechen oder aber {iber sie bewiesene Aussagen dazu
gehoren. Die Mitte wird aus jenen Aussagen gebildet, die wir jeweils logisch
aus dem zuvor gesagten folgern. Das Ende ist die Aussage, die wir beweisen
mochten.

Beispiele:

a) Unter Verwendung der Gruppen-Axiome wollen wir zeigen, dass a-(b—c) =
a-b—a-cVa,b,ceRgilt. Dabeisei 0-z =2 -0=0 Vx € R gegeben.
Anfang: Wir machen uns klar, was uns die Gruppen-Axiome liefern (As-
soziativitiat, Kommutativitdt, Distributivitit, neutrale Elemente, Inverse).
Des Weiteren vergegenwiértigen wir uns die Definition von a—b := a+(—b),
d. h. die Subtraktion entspricht der Addition des inversen Elementes. Wir
nehmen als gegeben an (da z. B. an anderer Stelle bewiesen) 0-2 = 2-0 = 0.

Mitte:
a-(b—c) = a-(b+(—c)) Definition

= a-b+a-(—c) Distributivitét

a-cta-(—c¢) = a-(c+(—c)) Distributivitét
= a-0 Inverses bzgl. +
= 0 gegeben

~a-(—c) = —(a-c) additives Inverses (Definition)
~a-b+a-(—c) = a-b—(a-c)

Damit folgt mit dem oben gezeigten a - (b—¢) =a-b+a- (—c) nun

Ende:
a-(b—c)=a-b—(a-¢c)=a-b—a-c.

Man mache sich die Bedeutung der letzen Gleichheit klar!

b) Seien f und g Funktionen mit A 4 B &% ¢ Wir zeigen, dass aus f, g
injektiv auch g o f injektiv folgt.
Anfang: Definition der InJekt1V1tat Definition (g o f)(z) = g(f(x)); An-
nahme f, g injektiv (d. h. (Vz,2’ € A)(f(z) = f(z x = ') und

) o~



(Va,a’ € B)(g(x) = g(a') ~ @ = 2.
Mitte:

(gof)x)=(go f)(x') ~ g(f(x)) = f(f(2)) Definition
~ o fz) = f(2) g injektiv
v oz=a f injektiv

Ende: Also g o f injektiv, wie zu beweisen war. O

Ist man erst einmal geiibt im Fithren von Beweisen, ist es nicht mehr erforderlich,
diese strenge Strukturierung einzuhalten und insbesondere im Anfangs-Teil alle
Details zusammenzutragen, die in den Beweis einflieen konnen. Es hilft jedoch
insbesondere dem Ungeiibten typische Fehler beim Beweisen zu vermeiden, die
da sind:

e falsche Annahmen treffen;
e zu strake Annahmen treffen;

e Definitionen fehlerhaft anwenden oder die Verwendung der falschen Defi-
nitionen.

Aber auch

e zu grofle Schritte machen (so dass eine Aussage nicht offensichtlich aus
den vorherigen folgt und man dabei insbesondere unzuldssige Schritte un-
ternimmt);

e “Handwaving” (es muss doch irgendwie so sein, wie denn auch sonst?);
eine solche Argumentation ist kein Beweis;

e inkorrekte Logik verwenden, insbesondere die Negation einer Aussage falsch
zu bestimmen.

Fiir die Ausgestaltung eines Beweises stehen verschiedenste Techniken zur Verfiigung.
Welche dabei sinnvoller Weise zur Anwendung kommt héngt insbesondere von
der Art der zu beweisenden Aussage ab.

Implikationen und Aquivalenzen: Viele Behauptungen haben die Form
A~ B bzw. A NAsAN---NA, ~ B.

Dabei ist A manchmal nicht ausdriicklich angegeben, in diesem Fall liegt A
implizit (z. B. Gruppen-Axiome) vor. Um A ~» B zu beweisen, konnen wir auf
folgende Techniken zuriickgreifen

o direkter Beweis: Wir zeigen B unter der Annahme A (siche Beispiel In-
jektivitat);

e indirekter Beweis (auch Beweis durch Kontraposition): Wir zeigen —A
unter der Annahme =B (d. h. wir zeigen =B ~» —A);



e Beweis durch Widerspruch: Wir zeigen einen Widerspruch unter der An-
nahme A A =B (reductio ad absurdum).

Eine Aquivalenz A < B zeigt man dann, indem man nacheinander die Imp-
likationen A ~~» B und B ~~ A zeigt. Dieses Vorgehen bedeutet insbesondere,
dass man die Gleichheit zweier Mengen A = B {iber die Teilmengenbeziehun-
gen A C B und B C A beweist (A C B ist ndmlich gleichbedeutend mit
r€A~x€B).

Vollstandige Induktion: Diese Technik eignet sich insbesondere, um Aus-
sagen fiir alle n € N zu beweisen. Das Grundprinzip der vollstédndigen Induktion
ist dabei

e Induktionsanfang (Anker): Die Aussage gilt fiir n = 1 (bzw. fiir die klein-
ste natiirliche Zahl, fir die sie behauptet wurde);

e Induktionsschritt: Zeige, dass wenn die Aussage fiir ein beliebiges aber
festes n € N gilt, dass daraus folgt, die Aussage gilt auch fiir n + 1.

Warum wird so eine Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen? Hinter-
grund sind die Peano-Axiome, die die Menge der natiirlichen Zahlen wie folgt
definieren: 1 ist eine natiirliche Zahl; ist n eine natiirliche Zahl, dann auch n+1.
Man mache sich klar, warum so alle n € N als natiirliche Zahl identifiziert wer-
den und iiberlege sich dann, warum entsprechend eine vollstandige Induktion
tatséchlich einen entsprechenden Beweis liefert.

Als Variante existiert die allgemeine Induktion, bei der man fiir den Induktion-
sschritt annimmt, dass die zu beweisende Aussage fiir alle n’ kleiner gleich einem
beliebigen aber festen n € N (und ggf. gréfier einem k € N) gilt.

Eine vollstandige Induktion kann strukturell gefithrt werden. Diese Form eines
Beweises ist im Kontext der formalen Sprachen besonders bedeutsam und wird
beispielsweise herangezogen, um zu zeigen, dass die von einer Grammatik erzeugte
Sprache gleich einer gegebenen ist. Nachfolgendes Beispiel sollen das entsprechende
Vorgehen im Detail beleuchten:

Beispiel: Gegeben seien £ = {a} - {b}" - {c,d} sowie G = (I,T,P,S) mit
I1={S,B,C}, T=/{a,b,c,d} und

S — aB,
B — bB,
P=¢{ B — C(C,
cC - ¢
C —- d

Behauptung: G erzeugt genau die Sprache L.



Beweis: Wir zeigen zuerst die folgende Hilfsbehauptung. Dazu seien

My :={S},

M :={ab"B|n > 0},

My = {ab"C|n > 0},

M; .= L = {ab"c|n > 0} U{ab"d|n > 0}.

Hilfsbehauptung: Fiir die Menge aller Satzformen ¢(G) gilt 9(G) = My U
M1 UMQUMg =M.

1. 9(G) C M (1)

Die Menge aller Satzformen 9(G) ist (rekursiv) aufzéhlbar, da sie durch
Anwenden der Regeln aus P entstehen. Daher kénnen wir iiber alle
B € 9(G) durch eine strukturelle Induktion iterieren, in diesem Fall eine
Induktion iiber die Anzahl N der Ableitungsschritte in G.

Induktionsanfang: Startsymbol [N = 0 Schritte] S € My ~ S € M.
v

Induktionsvoraussetzung: Fiir eine nicht-leere Teilmenge T C ¥(G),
die alle Satzformen umfasse, die sich in hochstens IV Schritten ableiten
lassen, gelte die [Hilfhilfs-] behauptung (1), d.h. (V8 € T) (8 € M).

Induktionsschritt: Sei 8 € T beliebig. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt dann einer der folgenden Falle:

(a) BEMo~p=S.
Dann kann nur die Regel S — aB angewendet werden; 8’ = aB € M,
[mit n = 0]. Das bedeutet in diesem Fall sind auch alle Satzformen
mit Ableitungen der Linge N + 1 in M.
(b) B€ M~ (In>0) (8=ab"B).
Hier konnen 2 Regeln angewendet werden
e B—bB~ ' =ab"bB = ab""'B € My,
e B C~ f =ab"C € M,.
Beide Ableitungen enden wieder mit Satzformen in M.
(¢) BE€ My~ 3In>0(B=abC).
Alle moglichen Regeln sind:
o C —c~ B =abc e Ms,
e C —d~ [ =ab"d € Ms.

(d) peMz~3In>0(B=abcVp=ab"d).
Keine Ableitung mehr moglich.

Da es keine weiteren Moglichkeiten fiir 3 € M gibt, haben wir fiir jedes 5/,
das sich in IV + 1 Schritten erzeugen lasst, gezeigt, dass es in M enthalten
ist.



Nach dem Induktionsprinzip haben wir damit bewiesen, dass jede in G
ableitbare Satzform in einer der 4 Mengen My, My, Ms oder Ms liegt.

Aber warum hilft uns das mit unserer [Haupt-] Behauptung L(G) = L?

WEeil erstens M3 genau der Menge £ entspricht und zweitens M, M; und
My nur Satzformen enthalten, die mindestens ein Nichtterminal enthal-
ten, d. h. ,,unfertige“ Satzformen. Da die Menge ¥(G) aber abgeschlossen
ist beziiglich Ableitungen in G miissen alle diese unfertigen Satzformen
bei weiterer Ableitung letztlich in terminalen Zeichenreihen aus M3 = L
miinden. Klar?

.G DM (2)
Dieser zweite Teil der [Hilfs-] Behauptung lisst sich aufteilen: Sei a €
My U My UMy U Ms beliebig. Dann gibt es offensichtlich ein j mit o € M;
und es reicht, fiir jede Menge einzeln zu zeigen, dass sie in ¥(G) enthalten
ist.

(a) a € My ~ a = S € ¥(G), denn jede Ableitung beginnt mit dem
Startsymbol S, womit dieses selbst natiirlich auch eine ableitbare
Satzform ist.

(b) My C Y (G):

Das zeigt man mittels vollstandiger Induktion iiber den Parameter n
aus der Definition von M;:

Induktionsanfang: n =0~ a =aB.
Esist S = aB € J(G). v
Induktionsvoraussetzung: Sei ab”B € ¥(G).

Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir ab™ B
eine Ableitung in G, d.h. S = ab"B. Mittels der Regel B — bB
lasst sich diese fortsetzen:

S = ab"B = ab™bB = ab" ' B.

Damit haben wir eine Ableitung fiir ab"*'B gefunden, also ist
ab"1 B € 9(G).

(¢) a € My ~ acdG):
Nach Definition ist a = ab™C fiir ein n > 0. Wie gerade gezeigt, ist
ab™B € 9(G) [mit dem gleichen n]; es gibt also eine Ableitung

S = ab"B
die sich mit B — C fortfithren lasst:
S =S ab"B = ab"C ~ ab"C = a € I(G).

(d) o € M3~ a € dQ):
Analog zu eben heiit a« € M3: (In > 0) (o = ab™cV a = ab"d).
Wir verwenden wieder bereits Gezeigtes, ndmlich dass es eine Ableitung

S = ab"C



gibt, die wir nun auf zwei Arten vollenden kénnen

S ab"C = ab™c mittels C' — ¢,
S = ab"C = ab™d mittels C' — d.

Fiir alle moglichen o € M3 haben wir also eine Ableitung in G ge-
funden.

Da M3 = £ haben wir somit insbesondere fiir alle w € L eine Ableitung
gefunden, d. h. alle Worter von L lassen sich in G erzeugen.

Zusammen mit dem Resultat aus (1) ergibt sich die Behauptung. O

Es bedarf einiger Ubung, entsprechende Beweise selbstéindig fithren zu kiénnen.
In den Aufgaben zu Kapitel 2 wird dazu zahlreich Gelegenheit geboten.

Ezistenzquantoren: Die Existenz eines Objektes mit einer entsprechenden
Eigenschaft zeigt man oft konstruktiv, d. h. durch die Benennung eines Weges,
wie man zu dem behaupteten Objekt gelangt. Beispiele finden sich in diesem
Buch viele, wie etwa die Konstruktion eines dquivalenten DEA zu gegebenem
NEA oder die der Simulation von If x = 0 durch Loop. Auch ein indirekter
Beweis ist moglich, indem man die Annahme —(3z : E(z)) = Vz : =E(x) zu
einem Widerspruch fiihrt. Hier kann dann ein einfaches Gegenbeispiel gentigen.
Mochte man zeigen, dass es genau eine x € D mit einer speziellen Eigenschaft
FE gibt, so zeigt man

1. 3z9 € D : E(xo) (mindestens ein Element);

2. Vo € D\ {zo} : 7E(z) (kein weiteres), oder
(Vzx € D)(Vy € D) : (E(x) NE(y) ~ z =y).

Eine Varinate sind Aussagen, fiir die die Nicht-Existenz (—(3z : E(x))) eines
Objektes mit Eigenschaft E bewiesen werden soll. Hier kann man die Annahme
der Existenz zu einem Widerspruch fiihren.

Allquantoren: Hier geht es darum, Eigenschaften fiir alle Objekte eine bes-
timmten Art zu beweisen. Fiir viele solche Eigenschaft eignen sich Induktions-
beweise. Oft bietet sich aber auch ein indirekter Beweis ein. Will man Aussage
mit Allquantoren direkt beweisen, so ist meist eine Fallunterscheidung (z. B.
positive und negative Zahlen) hilfreich. Hier ist auf die Vollstéandigkeit der Un-
terscheidung zu achten oder diese sogar u. U. zu beweisen (ndmlich dann, wenn
ihre Vollstandigkeit nicht offensichtlich ist).

Zuletzt sei angemerkt, dass Abhéngigkeiten von Quantoren bestehen kénnen.
So konnen Existenzaussagen fiir alle z einer bestimmten Art A wie etwa in

(Vx € A)(Jy € B) : E(x,y)

getroffen werden. Dabei ist das y als dem jeweiligen = zugeordnet zu betrachten
(gebunden). Dies kann man sich in einem Beweis zu Nutze machen, indem man



beispielsweise zu jedem x € A ein entsprechendes y € B konstruktiv angibt,
etwa durch die Angabe einer Funktion f, welche y aus x berechnet. Fir dieses
fist dann Vo € A : E(x, f(x)) zu zeigen.



