i .
I : TECHNISCHE UNIVERSITAT Fachbereich Informatik
s KAISERSLAUTERN AG Algorithmen und Komplexitat

Ausgabedatum: 18.12.2014
Version: 2014-12-17 15:59

8. Ubungsblatt fiir Track ¢ zur Vorlesung
Entwurf und Analyse von Algorithmen, WS 14/15

Abgabe: Bis Freitag, 09.01.2015, 12:00 Uhr, Kasten im Treppenhaus 48-6.

Basisaufgaben

B8.1: Einfiigen in Hashtabellen 3 Punkte

Wir betrachten Hashing mit dem Universum N und der Hash-Funktion h(z) = 22

mod 17. Unsere Hash-Tabelle habe entsprechend die Adressen {0,1,2,...,16}. Gege-
ben ist die Schliisselfolge 16,22,5,19,4,12,1,7,10, 3.

a) Wie sieht die Hash-Tabelle nach dem Einfligen der Schliisselfolge in die anfangs
leere Hash-Tabelle bei Verwendung von linear probing fir v = 3 aus?

b) Wie sieht die Hash-Tabelle nach dem Einfiigen der Schliisselfolge in die anfangs
leere Hash-Tabelle bei Verwendung von quadratic probing aus?

c) Wie sieht die Hash-Tabelle nach dem Einfiigen der Schliisselfolge in die anfangs
leere Hash-Tabelle bei Verwendung von add to hash aus?

B8.2: Hashing von Strings 3 Punkte

a) Sei X ein endliches Alphabet. Entwerfen Sie eine fast uniforme Hashfunktion fiir
Worter der Lange n iiber X, also

hash : ¥ — [0..m] ,

und begriinden Sie die Korrektheit Ihrer Funktion. ,,Fast uniform*® soll hier heiflen,

dass
[{w | hash(w) = i}| € {HELJ ; HEIJ}

fur alle ¢ € [0..m)].
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b) Entwerfen Sie eine fast uniforme Hashfunktion
hash : {A,B,...,2}% — [1..5]

fir die hash(FCK) = 2, und begriinden Sie die Korrektheit Ihrer Funktion.

B8.3: Universelles Hashing 3 Punkte

a) Zeigen Sie, dass fiir eine geeignete Konstante ¢ und fiir alle N;m € N die Menge
HN,m aller Hashfunktionen h : [1...N] — [0...m] c-universell ist. Bestimmen Sie
den minimalen Wert von c.

b) Warum verwendet man in der Praxis nicht einfach Hy ,,, die Menge aller Hash-
funktionen, wo sie doch nach a) c-universell ist?

B8.4: Rekursion — Analyse und Optimierung 3 Punkte

Betrachten Sie den folgenden Algorithmus:

procedure e(n) {
result = 1
for i = 0 to n-1 {
result = result + i + e(i)
}

return result

a) Weisen Sie nach, dass der Algorithmus (mindestens) exponentielle Zeit in n beno-
tigt, um e(n) zu berechnen.

b) Geben Sie einen ergebnisdquivalenten Algorithmus an, der in polynomieller Zeit
in n lduft. Bestimmen Sie Laufzeit und Speicherbedarf Thres Algorithmus.
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Aufbauaufgaben

A8.1: Worterbuch mit Undo 5 Punkte

Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir ganze Zahlen, die die folgenden Operationen mit
den gegebenen asymptotischen Laufzeiten (fiir n die Anzahl der gespeicherten Elemente)
unterstiitzt:

FIND(e) prift in erwarteter Zeit O(logn), ob das gegebene Element e enthalten ist.
INSERT(e) fiigt ein neues Element e in erwarteter Zeit O(logn) hinzu.

UNDO entfernt in Zeit O(1) das Element aus der Datenstruktur, das (unter allen ent-
haltenen) zuletzt hinzugefiigt wurde, und gibt es zuriick.

Erwartete Zeit heifit hier, dass wir annehmen, dass

1. die untersuchte Operation nach n INSERT-Operationen mit paarweise verschiede-
nen Schliisseln aus E, |E| > n durchgefiihrt wird, wobei die Permutation dieser
Schliissel uniform zufillig aus allen moglichen gewéhlt ist, und dass auflerdem

2. der Parameter e uniform zuféllig aus E bzw. im Falle von INSERT aus F ohne die
bereits enthaltenen Elemente gewéhlt wird.

Der Speicherbedarf der Datenstruktur soll in ©(n) sein.

A8.2: Worst-Case fiir Loschen in AVL-Baumen 4 Punkte

Geben Sie eine unendliche Klasse von AVL-Baumen an, fir die das Loschen eines geeig-
neten Blattes v (Threr Wahl) fiir jeden Knoten auf dem Weg von der Wurzel zu v eine
Rotation benétigt. Begriinden Sie Thre Behauptung.

Ilustrieren Sie Ihre Losung anhand eines Beispiels mit Hohe 7 (oder grofier).

A8.3: Indirect Chaining nicht uniform 4 Punkte

Wir betrachten Hashing mit Indirect Chaining und nehmen zur Vereinfachung an, max =
m + 1 sei eine gerade Zahl. Entgegen der bisherigen Annahmen seien nicht alle Hash-
Folgen ay,aq,...,a, gleichwahrscheinlich, sondern eine gerade Adresse (und die Null)
werde doppelt so haufig durch unsere Hash-Funktion adressiert wie eine ungerade. Alle
geraden Adressen (und die Null) untereinander seien gleichwahrscheinlich, ebenso alle
ungeraden.
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Bestimmen Sie unter dieser Annahme die erwarteten Kosten fiir eine erfolglose Suche in
einer Hash-Tabelle mit n Schliisseln. Dabei werde auch fir die Suche eine gerade Adresse
(und die Null) doppelt so haufig aufgesucht wie eine ungerade.

Hinweis: Zur Losung dieser Aufgabe bietet es sich an, zuerst die Analyse fiir die uniforme
Verteilung aller Hash-Folgen zu erarbeiten, um dann Verdnderungen an den passenden
Stellen vorzunehmen.
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