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Wir verwenden viel und gerne Lemma 1.4, um das Wachstum von Funktionen zu ver-
gleichen. Dabei gilt es, Grenzwerte der Form

g(n)

zu bestimmen. Dabei behelfen wir uns mit einigen Tricks, zum Beispiel die Funktionen
stetig fortzusetzen und die Regel von L’Ho6pital anzuwenden. Einige weitere Methoden,
die oft ,hand-waving“ eingesetzt werden, wollen wir hier in préziser Form vorstellen und
beweisen.

Auspacken von Funktionen

Wenn sich die Parameter von Funktionen asymptotisch stark unterschiedlich verhalten,
gilt das dann auch fiir die Funktionswerte? Nicht immer, aber eine reichhaltige Klasse
von Funktionen, fiir die das so ist, konnen wir identifizieren:

Lemma Auspacken

Sei f eine konvexe, stetig differenzierbare und streng monoton wachsende
Funktion. Seien ferner g und h Funktionen mit A € (1) und

gn)

Dann ist auch

L fle)
w5 f(h(n))
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Es sei bemerkt, dass man Quotienten mit Grenzwerte 0 auch untersuchen kann, indem
man den Kehrwert betrachtet.

Beispiel

Wir betrachten die Funktionen g(n) = 2"™" und h(n) = 3". Wir setzen an mit

2nlnn (ean)nlnn

A —— = lim (eln3)” = exp(In(3) - n)

exp(In(2) - nlnn)

Nun ist exp sicher konvex, (auf ganz R) stetig differenzierbar sowie streng monoton
wachsend; auch ist (In3)n € Q(1). Weiterhin gilt

. (In2)-nlnn . In2
Iim ———— = lim — -Inn=.
n—00 (ln3) -n n—oo In 3

Damit findet Lemma Auspacken Anwendung und wir erhalten

on Inn

lim

= 0
n—oo 3N ’

was mit Lemma 1.4 impliziert, dass 2" € w(3").

Beweis von Lemma Auspacken

Wir beweisen zunéchst einige Hilfslemmata. Hierbei sei vorweggenommen, dass die we-
sentliche inhaltliche Annahme ist, dass f € Q(n) und ,nett* ist. Welche Funktionen
genau ,nett“ sind, ist (fiir uns) offen; die Bedingungen in Lemma Auspacken sind hinrei-
chend und aus technischen Uberlegungen! entstanden. Die folgenden Lemmata driicken
im Wesentlichen aus, dass f ,,schnell genug® wéchst und keinen ,,Unfug® macht.

Vorab ein kleiner Fakt, der uns sagt, welche Charakterisierung von Konvexitdt wir hier
verwenden wollen.

Fakt Konvexitat

Wenn f stetig differenzierbar ist, dann ist
f konvex <= Vazg,z: f(z) > f(zo) + f'(w0)(z — z0) .

Die Funktion liegt also, anschaulich gesprochen, oberhalb aller Tangenten.

Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, dann ist

f konvex <= Vz: f"’(z)>0.

'Lies: Beweistechnik Trial & Error, dies kam raus. Kénnen Sie ein @hnliches Lemma fiir schwéichere
Bedingungen an f beweisen? Lassen Sie es uns wissen!
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Als Erstes werden wir brauchen, dass die Ableitung einer Funktion nicht viel langsamer
wachsen kann als die Funktion selbst.

Lemma 1

Fur f stetig differenzierbar mit f’ monoton wachsend gilt

vf'(z) € Qf(x)) -

Beweis Bekanntermaflen ist
| 7z = s(a

und wegen der Monotonie ist f'(y) < f'(x) fir 0 <y < z, also

f@) = [ 1)
< /0 " f (@)
— af'(z)
O

Weiterhin bendétigen wir, dass konstante Faktoren ,in“ f mehr Auswirkung haben als
mauBerhalb®.

Lemma 2

Sei f wie in Lemma Auspacken. Dann gilt fiir alle M € R und € > 0, dass

IM Ve >e : f(Mz) > Mf(x) .
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Beweis Sei M gegeben. An jeder Stelle zo kénnen wir ,ein“ M tber die Tan-
gente (lineare Approximation) f;, an f in xp bestimmen:

A

f(Mao)
) (Af&?o)

]f/[f(CC())

f(zo)

Zo Mxg

So ergibt sich mit fu,(2) = f(z0) + f'(20)(x — x0) die gesuchte Konstante als
Loésung der Gleichung

M f(20) = fao(May - m0) = f(0) + f'(x0) (M, — 1)ao

zu

(M —1) f(z0)
zof'(xo)

Nun liefert natiirlich jedes zy eine andere solche Konstante, allerdings haben
wir mit Fakt Konvexitdt und Lemma 1, dass nj}(,?%) € O(1) und damit die
Menge der M,, auf [ng, c0) mit dem ng aus der Definition von O(1) beschrénkt
ist. Weiterhin ist die Funktion z ~ M, auf RT stetig und damit auf dem

kompakten Intervall [, ng] beschrankt. Somit existiert

B (T — 1)f(x)
M1t s = Fl)

My, =1+

(1)

von dem wir zeigen, dass es die Behauptung erfiillt. Mit Fakt Konvexitat gilt
dann fir x > ¢

f(Mz) = f(x+ (M —1)z)
> fo(z+ (M — 1))
= flx) + f(2)(M — 1)z

?ﬂw+fm(”2ﬁg“ﬁx
NI f(a).

was zu zeigen war. 0
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Nun kénnen wir zum Beweis des eigentlichen Lemmas schreiten, das wir noch einmal
wiederholen:

Lemma Auspacken

Sei f eine konvexe, stetig differenzierbare und streng monoton wachsende
Funktion. Seien ferner g und h Funktionen mit i € (1) und

lim == =o00. (2)

Dann ist auch

L flen)
w350 f(h(n))

Beweis Nach Definition von (2) gilt

VMHnOVnznO:M>M.
h(n)

Fiir hinreichend grofie n ist fiir jedes M also g(n) > Mh(n), was zusammen mit Mono-
tonie von f

Vn=mno: f(g(n)) > f(M(h(n)) . (4)
impliziert.

Wir haben zu zeigen, dass

VI Jng Vi > fig : ;’ZE‘Z% > M .

Sei also M gegeben. Aus h € (1) erhalten wir Konstanten n{, und ¢, sodass

Vn >ng:hin) >c. (5)
Dann finden wir nach Lemma 2 ein M, sodass

Vo >c: f(Mz) > Mf(z) . (6)
Damit gilt fiir n > 79 := max(ng, ng):

flg(n)) @ f(Mh(n))

>

f(h(n)) f(h(n))
(5),(6) N £ (h(n))
f

= i)
= M,

also ist die Aussage mit 1 gezeigt. O

5/9



Rechenregeln fiir Grenzwerte von Quotienten 2014-02-07

Abschlielend mochten wir noch ein Korollar formulieren, das manchmal Umwege ver-
meiden kann:

Korollar Auspacken

Sei f eine konvexe, stetig differenzierbare und streng monoton wachsende
Funktion. Seien ferner g und h Funktionen. Dann gelten

gewh)ANheQ(l) = fogew(foh) und
geoh)ANge Q) = fogeo(foh).

Beweis Seien f, g, h wie im Korollar und aufierdem ¢ € w(h). Nach Definition
von w gilt also

g(n) _

im
und mit Lemma Auspacken, dessen Voraussetzungen erfiillt sind,

o fla)
% f(h(n)) ~ >

was wiederum nach Definition vom w gleichbedeutend zu

fogew(foh)

ist, was zu zeigen war.

Der Beweis der zweiten Implikation verlauft analog, wenn man zusétzlich

m M = im M = 0

nutzt. O

Beispiel

Seien ¢ : n — n™™ und h : n — n™. Wir schreiben sie als ¢ : n — emm? ynd b i n o
e"mn. Mit f = exp und (Inn)? € Q(1) kénnen wir das Korollar anwenden und erhalten

(Inn)? € o(nlnn) = n™" € o(n") .

Dass die linke Seite gilt, ist mit Lemma 1.4 oder Lemma A schnell einzusehen.
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Einsetzen von Asymptotiken

Beim Berechnen von Grenzwerten kann es hilfreich sein, Terme durch asymptotisch
dquivalente, einfachere Terme zu ersetzen. Dass man dies darf, zeigen wir nun.

Lemma Einsetzen

Seien f,g,h : Ng — R Funktionen mit f ~ g und

mM:c (7)

fir ¢ € R. Dann ist auch

g(n) _

60 hi(n)

Beweis Nach Definition von f ~ g haben wir

Damit bekommen wir

o) ) ()
n=o0 h(n) n=oo f(n) - h(n)
(8).(7) g(n) f(n)
n=o0 f(n) n=oo h(n)
= 1-c

g

Man beachte, dass man das Lemma fiir Quotienten, die divergieren, auch benutzen kann,
indem man den Kehrwert betrachtet; dieser muss dann ja gegen ¢ = 0 konvergieren.
Gleiches gilt, wenn man den Nenner durch eine Asymptotik ersetzen méchte; alternativ
zeigt man ein analoges Lemma.

Beispiel

Um zu zeigen, dass nV" € o(n!), wollen wir

. n\/ﬁ
lim
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berechnen. Da n! als inhdrent diskrete Funktion unseren tiblichen Techniken widersteht,
nutzen wir die aus Stirlings Identitat abgeleitete Asymptotik

n
n! ~V2mn - <n>
e

und berechnen stattdessen

Jn
i ™" g,

was mit Lemma Einsetzen und Lemma 1.4 die Behauptung zeigt. O

Da wir nicht immer eine Asymptotik fiir den ganzen Zéahler zur Hand haben, kann das
folgende Hilfslemma hilfreich sein.

Hilfslemma Einsetzen

Seien f, g, h: Ng — RT Funktionen mit f ~ g. Dann gelten
i) h+f~h+gund
ii) h-f~h-g.

Beweis

ad i) Seie € RT beliebig. Aus f ~ g und h ~ h erhalten wir mit den jeweiligen
Definitionen von ~ und des Limes, dass

f(n) hn)

dngeNVn>ng. l—e<—= —=<1+4¢
g(n)” h(n)

Durch Umstellen und Kombinieren der Schranken bekommen wir fir n >
ng, dass auch

h(n) + f(n)
h(n) + f(n)

(1+¢)(h(n) +g(n)) und
(1 =¢)(h(n) +g(n))

IV IA

und damit

ORI

S hn) tg) =TS

was wiederum nach Definition der Behauptung entspricht.

Man beachte, dass die Umformungen ausnutzen, dass alle Funktionswerte
positiv sind. Oy
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ad ii) Ahnlich wie beim Beweis von Lemma Einsetzen kann man den Grenz-
wert, der nach Definition von ~ dquivalent zur Behauptung ist, aufspalten,
da die Grenzwerte beider Faktoren endlich sind:

o B ) ) )
R () gln) e ) e gy T

Ui
O

Achtung! Ersetzen von Termen durch asymptotisch dquivalente ist nicht immer erlaubt.
So ist zwar n? + 2n ~ n?, aber

en2+2n 7{/ en2 .
Anschaulich gesagt wird hier der Unterschied zwischen den asymptotisch dquivalenten

Termen so verstarkt, dass die Gesamtausdriicke nicht mehr dquivalent sind. Es ist also
je nach ,umschlieBender“ Funktion zu priifen, ob eine solche Ersetzung erlaubt ist.
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